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复合电磁同心球系统的成像电子光学．
C章:近轴方程近似解

周立伟∗
北京理工大学光电学院,北京１０００８１

摘要　通过复合电磁同心球系统的理想模型,探讨了近轴方程特解的近似表示及其近轴横向像差的求解.导出了

复合电磁同心球系统近轴方程两个特解的近似表达式,在此基础上导出了一些特殊类型的近轴横向像差的表达

式,如近轴色球差、近轴放大率色差和近轴各向异性色差.结果表明,由两个特解的近似解推导得到的近轴横向像

差与使用精确解的结果完全一致,由此证明近似解求解近轴横向像差的方法是可行的.
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１　引　　言

文献[１Ｇ２]推导了复合电磁同心球系统中近轴

方程二特解及电子轨迹的转角在电子逸出轴向初

能不等于零的假设下的精确表达式,以及在任意

像面(εz１≠０)上的近轴横向像差表达式.本文在

此基础上将推导近轴方程二特解的近似解的表达

式及其近轴横向像差.这证明在宽束电子光学

中,特解的近似解的展开只需精确到二级小量,其

精度已足以研究关系到系统成像质量的近轴横向

像差.

２　近轴方程二特解的近似表达式

在文献[１,３]中,推导得到复合电磁同心球系统

近轴方程的两个特解v(z,εz),w(z,εz)以及电子

轨迹转角χ(z,εz)的精确表达式:

v(z,εz)＝
２z －Ec

kΦ(z)sin
χ(z,εz), (１)

０４１１００３Ｇ１
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w(z,εz)＝ １＋
z
Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷cosχ(z,εz)－

εz
２z －Ec

RckΦ(z)
sinχ(z,εz), (２)

χ(z,εz)＝
k
－Ec

[Φ(z)＋εz － εz],(３)

式中:εz 为与逸出电子轴向初能对应的轴向初电

位;k２＝
e
２m０

B２
０

－Ec
,其量纲为１/l,e/m０ 为电子荷质

比,B０ 为阴极面上的磁感应强度.Φ(z)为轴上电

位分布,B(z)为轴上磁感应强度分布,对于复合电

磁同心球系统,可分别表示为

Φ(z)＝
z

nl－(n－１)z
Φac, (４)

B(z)＝
n２l２

[nl－(n－１)z]２
B０, (５)

式中:n＝Rc/Ra,Rc 和Ra 分别为同心球系统球面

阴极和球面屏(阳极)的曲率半径,其值自曲率中心

O 算起,以电子行进的方向为正,反之为负;l为此

二电极的极间距离,l＝Ra－Rc;Φac为阳极相对于

阴极的电位;Ec 为阴极面上的电场强度,可表示为

Ec＝
Φac

Rc(n－１)＝
Φac

－nl
. (６)

　　近轴方程的两个特解v＝v(z,εz)和w＝w(z,εz)
满足初条件如下:

v(z＝０)＝０,v′(z＝０)＝
１
εz

, (７)

w(z＝０)＝１,w′(z＝０)＝０. (８)
此二特解满足朗斯基行列式:

Φ(z)＋εz[v′(z,εz)w(z,εz)－
v(z,εz)w′(z,εz)]＝１. (９)

　　由(１)式和(２)式可知,此二特解所占主体部分

的项 并 未 明 显 地 表 示 出 来.按 εz/Φac 的 幂 次

(εz/Φac)
０,(εz/Φac)

１
和(εz/Φac)

２
展开(１)式

和(２)式,略去高于(εz/Φac)
２
的幂次项,将表达式

按幂次一一排列,便可看出哪些项起主要作用,哪些

因素起关键作用.
首先,展 开(１)式 和(２)式 中 含 有 三 角 函 数

sinχ(z,εz)和 cosχ(z,εz)的 解 析 式,可 得 按

εz/Φac幂次排列的近似表达式为

sinχ(z,εz)＝sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

εz
k
－Ec

cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

εz{１２
k２

－Ec
sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

k
２ Φ(z) －Ec

cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú },(１０)

cosχ(z,εz)＝cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋

εz
k
－Ec

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

εz{ k
２ －Ec Φ(z)

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋

k２

２(－Ec)
cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }. (１１)

将其代入(１)~(３)式中,不难得到特解v(z,εz),

w(z,εz)以及转角χ(z,εz)按 εz/Φac幂次排列的

近似表达式:

v(z,εz)＝
２z

Φ(z)
－Ec

k sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

εz
２z

Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋

εz{ z
[Φ(z)]３/２

cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

z
Φ(z)

k
－Ec

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }, (１２)

w(z,εz)＝(－Ec)
z

Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋

εz －Eck１－
２

k２Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
Φ(z)sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú{ }－

εz{k －Ec
z

２[Φ(z)]３/２
sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋

k２

２－
２
Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
Φ(z)cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }, (１３)

χ(z,εz)＝
k
－Ec

Φ(z)１－
εz

Φ(z)＋
εz

２Φ(z)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

(１４)

　　关于静电同心球系统和复合电磁同心球系统自

阴极面逸出的电子轨迹的求解,俄罗斯学者开展了

一些工作[４Ｇ６],如文献[５]给出的特解v(z),w(z)表
达式仅是本文(１２)式和(１３)式的第一项,即v(z),

w(z)的零级近似项.因此,他们求得的近轴方程的

二特解的解析表达式,都是基于逸出电子轴向初能

等于零(εz＝０)的假设进行的.同样,对近轴横向像

差的研究也仅限于极限像面(εz１＝０)进行讨论和量

度.这样的处理确实能使问题简化,但难于深入考

０４１１００３Ｇ２
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察近轴横向像差在各个像面上的形成和变化.

３　一些特殊情况下特解的近似表达式

　　上述求得的复合电磁同心球系统的近似解是一

种普适解,可推广到一些特殊情况.

３．１　静电两电极同心球系统

对于静电两电极同心球系统,令B０＝０,即k＝
０,则有χ(z,εz)＝０.由(１２)式和(１３)式,不难得到

特解v(z,εz),w(z,εz)按 εz/Φac幂次排列的近似

表达式:

v(z,εz)＝
２z
Φ(z)

－ εz
２z

Φ(z)＋εz
z

[Φ(z)]３/２
,

(１５)

w(z,εz)＝１＋
z
Rc

－ εz
２z

Rc Φ(z)
＋εz

２z
RcΦ(z)

.

(１６)
这里利用了关系式

(－Ec)
z

Φ(z)＝１＋
z
Rc
. (１７)

　　我们在研究静电聚焦同心球系统的文章中曾给

出(１５)式和(１６)式[７Ｇ８].关于该系统的近轴成像及

近轴像差,可参考文献[７Ｇ１０].

３．２　均匀平行复合电磁成像系统

对于均匀平行复合电磁成像系统,令Φ(z)＝
(－Ec)z,B(z)＝B０,１/Rc＝０.由(１２)式和(１３)式,
不难得到二特解v(z,εz),w(z,εz)及转角χ(z,εz)
的近似表达式:

v(z,εz)＝
２

k －Ec

sin(kz)－

εz
２

－Ec
cos(kz)＋

εz
cos(kz)
(－Ec)３/２ z

－
ksin(kz)
(－Ec)３/２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,　　(１８)

w(z,εz)＝cos(kz)＋

εz
k
－Ec

sin(kz)－

εz
k２cos(kz)
２(－Ec) ＋

ksin(kz)

２(－Ec)z

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
,(１９)

χ(z,εz)＝k z －
εz

－Ec
＋

εz

２(－Ec)z

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
.

(２０)
(１８)式和(１９)式曾在 Monastyrski研究近轴方程的

渐近解时推导得出[４].

３．３　静电近贴系统

对于静电近贴系统,根据(１５)式和(１６)式,若令

Φ(z)＝(－Ec)z,不难得到二特解v(z,εz),w(z,εz)
的近似表达式:

v(z,εz)＝
２z
－Ec

－ εz
２

－Ec
＋

εz
１

(－Ec)３/２ z
, (２１)

w(z,εz)＝１. (２２)

　　若仔细考察上述４种情况下特解v(z,εz),

w(z,εz)及其导数的精确和近似表达式,不难看出,
精确解完全满足特解的初条件(无论是初始位置还

是初始斜率);近似解是按照 εz/Φac 的幂次排列

的,其表达式只需展开到εz/Φac的幂次项已可满足

精确要求.近似解虽能足够精确地描述自阴极面

逸出电子的轨迹,但未必能满足特解的初始斜率

或初始位置要求.在以往的宽束电子光学研究

中,研究电子轨迹近似解时,人们花了很大力气,
作出多种假设,以模拟自阴极面逸出的初始电子

轨迹,并将满足特解的初始条件作为首要考虑,但
收效甚微.这实际是不了解精确解与近似解之间

有本质差异的缘故.

４　由近似解求解复合电磁同心球系统
的近轴横向像差

用近轴方程的特解近似解求复合电磁同心球系

统的近轴横向像差 Δr∗(zi,εz).Δr∗(zi,εz)定
义为[２]

Δr∗(zi,εz)＝
m０

２er０v(zi,εz)exp[jχ(zi,εz)]＋

r０{w(zi,εz)exp[jχ(zi,εz)]－M}－

(k×r０)
e
８m０

B０v(zi,εz)exp[jχ(zi,εz)]＝

Δr∗
v (zi,εz)＋Δr∗

w(zi,εz)＋Δr∗
u (zi,εz), (２３)

式中:j＝ －１;zi＝l为初能为εz１的电子到达的理

想像面位置.Δr∗
v (zi,εz),Δr∗

w (zi,εz),Δr∗
u (zi,εz)

分别称为近轴色球差、近轴放大率色差和近轴各向

异性色差.
首先求v(zi,εz)的近似解.令zi＝l,Φ(zi)＝

Φac,并利用v(zi,εz１)＝０处l/Φac＝M/(－Ec),由
(１２)式,可得

v(zi,εz)＝－(εz － εz１)
２M
－Ec

cos
k
－Ec

Φac
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

０４１１００３Ｇ３
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(εz －εz１)
２M
－Ec

é

ë
ê
ê
１

２ Φac

cos
k
－Ec

Φac
æ

è
ç

ö

ø
÷－

k
２ －Ec

sin
k
－Ec

Φac
æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
ú
ú. (２４)

由于横向像差是在初能为εz１的电子到达zi＝l像

面时衡量的,故有

k
－Ec

(Φac＋εz１ － εz１)＝iπ,

i＝１,２,. (２５)
可解得

k
－Ec

Φac ＝iπ１＋
εz１

Φac
＋

εz１

２Φac

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (２６)

故

sin
k
－Ec

Φac
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≈iπ

εz１

Φac
,

cos
k
－Ec

Φac
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≈１－

１
２
(iπ)２

εz１

Φac
. (２７)

将(２７)式代入(２４)式中,不难得到

v(zi,εz)＝

２M
Ec

(εz － εz１)－
１

２ Φac

(εz －εz１)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
.(２８)

　　(２８)式是成像电子光学的一个非常重要的结

论.虽然不知道(εz,εr)的电子自阴极原点逸出的

行进轨迹的具体性状,但我们知道此电子轨迹与

εz１确定像面的相交位置以及形成的弥散圆斑的

大小.
对于w(zi,εz),由(１)式不难求得

sinχ(zi,εz)＝

－
k
－Ec

(εz － εz１)－
１

２ Φac

(εz －εz１)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

(２９)

cosχ(zi,εz)＝１－
k２

２(－Ec)
(εz － εz１)

２.

(３０)
将其代入(２)式,可得

w(zi,εz)＝ M
é

ë
ê
ê１＋

２(M －１)
MΦac

εz(εz － εz１)－

k２

２(－Ec)
(εz － εz１)

２ù

û
ú
ú. (３１)

　　考虑图像转角对横向像差的影响,展开指数函

数exp[jχ(zi,εz)],有

exp[jχ(zi,εz)]＝１－ jk
－Ec

(εz － εz１).

(３２)

将(２８)、(３１)和(３２)式代入(２３)式,不难由近似解获

得复合电磁同心球系统的近轴横向像差.
近轴色球差可表示为

Δr∗
v (zi,εz)＝

２M
Ec

m０

２er０
é

ë
ê
ê(εz － εz１)－

１
２ Φac

(εz －εz１)－ jk
－Ec

(εz － εz１)
２ù

û
ú
ú.

(３３)

　　近轴放大率色差可表示为

Δr∗
w(zi,εz)＝r０M

é

ë
ê
ê－

jk
－Ec

(εz － εz１)－

k２

－Ec
(εz － εz１)

２
－

２(M －１)
Φac

εz(εz － εz１)＋

jk
２ Φac －Ec

(εz －εz１)
ù

û
ú
ú. (３４)

　　近轴各向异性色差可表示为

Δr∗
u (zi,εz)＝ －(k×r０)

kM
－Ec

é

ë
ê
ê(εz － εz１)－

１
２ Φac

(εz －εz１)－ jk
－Ec

(εz － εz１)
２ù

û
ú
ú.

(３５)

　　由此可见,对于近轴横向像差,由特解近似解途

径得到的结果与通过展开理想像面位置处图像转角

表达式得到的结果完全一致[２].

５　结束语

由近轴方程二特解的精确解出发,导出了复合

电磁同心球系统、静电两电极同心球系统、均匀平行

复合电磁成像系统、静电近贴系统的近似解表达式.
由此推导了复合电磁同心球系统的近轴横向像差,
包括近轴色球差 Δr∗

v (zi,εz)、近轴放大率色差

Δr∗
w(zi,εz)和近轴各向异性色差Δr∗

u (zi,εz).研

究表明,在宽束电子光学中,可以通过精确到二阶小

量的特解近似表达式的途径来求解近轴横向像差,
精度可完全满足要求.
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