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复合电磁同心球系统的成像电子光学．
D章:近轴方程渐近解

周立伟∗
北京理工大学光电学院,北京１０００８１

摘要　首次探讨了复合电磁同心球系统近轴方程的渐近解.推导了复合电磁同心球系统中近轴方程两个特解的

渐近解中各类系数的表达式.通过复合电磁同心球系统两个特解精确解的验证,证明了 Monastyrski[Journalof
TechnicalPhysics,１９７８,４８(６):１１１７Ｇ１１２２]提出的用渐近解求解成像电子光学近轴方程两个特解的方法正确且

可行,仅个别之处需要改进.

关键词　成像系统;成像电子光学系统;复合电磁阴极透镜;复合电磁同心球系统;近轴方程的渐近解;近轴方

程的近似解

中图分类号　 O４６３　　　文献标识码　A　　 doi:１０．３７８８/AOS２０１９３９．０４１１００４

ImagingElectronOpticsofaCombinedElectromagnetic
ConcentricSphericalSystem敭

PartD AsymptoticSolutionsofParaxialEquation

ZhouLiwei∗

SchoolofOptics&Photonics BeijingInstituteofTechnology Beijing１０００８１ China

Abstract　Theasymptoticsolutionsoftheparaxialequationforacombinedelectromagneticconcentricspherical
systemhavebeenexplored敭Expressionsofeachkindofcoefficientsoftwospecialsolutionsgivenbytheasymptotic
methodforsolvingtheparaxialequationhavebeendeduced敭Byverifyingtheexactsolutionoftwospecialsolutions
ofthecombinedelectromagneticconcentricsphericalsystem thispaperprovesthattheapproachbasedon
asymptoticsolutionsgivenbyMonastyrski JournalofTechnicalPhysics １９７８ ４８ ６  １１１７Ｇ１１２２ tosolvethe
twospecialsolutionsofparaxialequationinelectronopticsisbasicallycorrectandfeasible andonlyafewaspects
needtobeimproved敭
Keywords　imagingsystems imaging electron opticalsystems combined electromagneticcathodelenses 
combinedelectromagneticconcentricsphericalsystems asymptoticsolutionsofparaxialequation approximate
solutionsofparaxialequation
OCIScodes　１１０敭２９９０ ２６０敭２１１０ ２３０敭０２５０

　　收稿日期:２０１８Ｇ０９Ｇ０４;修回日期:２０１８Ｇ１０Ｇ２３;录用日期:２０１８Ｇ１１Ｇ０８

　∗EＧmail:zhoulw＠vip．sina．com

１　引　　言

在研究宽束电子光学过程中,求解静电聚焦和

复合电磁成像系统中电子光学近轴方程的二特解一

直是最受关注的问题,由此出发可以研究电子光学

成像系统自阴极面逸出的电子轨迹、成像特性及其

像差.我们曾在一系列文章中探讨了两电极静电聚

焦同心球系统的近轴成像、空间像差以及时间像差

等问题[１Ｇ４].文献[５]中由两电极静电同心球电子光

学系统的理想模型,证明了渐近解可以是静电成像

系统中求解电子光学近轴方程二特解的一条有效途

径.这篇文章引起了学术界的兴趣和关注.渐近解

求解近轴方程的最大优点是可以把近轴轨迹分解为

按各级幂次排列的表达式,十分有利于寻求各级近

轴横向像差.但是,渐近解途径能否有效解决复合

电磁成像系统电子光学近轴方程二特解的求解问

题,迄今为止并没有充足的证明.
在复合电磁同心球系统中,电场与磁场交叠在

一起,电场使电子沿着轴向加速,磁场使电子绕轴旋

转,故自光阴极逸出的电子轨迹并不是平面轨迹,而
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是转动的空间轨迹,可见其求解难度.迄今为止,仅
两篇文章用渐近解的方法讨论了成像电子光学近轴

方程二特解的求解问题[５Ｇ６];前者讨论的是一个均匀

平行复合电磁系统,后者讨论的是一个静电聚焦型

两电极同心球系统,得到了它们的近轴方程二特解

的渐 近 解.但 是 这 两 篇 文 章 中,前 者 采 用 的 模

型———均匀平行电磁复合成像系统过于简单,其电

场强度与磁感应强度分布均匀且处处平行,后者仅

研究没有磁场的静电聚焦型电子光学成像系统,不
足以证明渐近解方法求解电子光学成像系统的普遍

性和有效性.
文献[７Ｇ９]基于成像系统的电子光学近轴方程,

推导了复合电磁同心球系统中近轴方程二特解的精

确解和近似解的解析表达式,讨论了近轴横向像

差.本文通过复合电磁同心球系统的理想模型,研
究用渐近解的方法推导电子光学近轴方程二特解的

求解,证明了渐近解方法是一条有效的途径,但现

有关于渐近解寻求近轴方程二特解的方法和步骤尚

待进一步完善.

２　渐近解求解近轴方程概述

文献[７]给出了电子光学复合电磁成像系统近

轴轨迹r(z)的一般表达式:

r(z)＝r０w(z)exp[jχ(z)]＋

m０

２er

０－(k×r０)

e
８m０

B０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
úv(z)×

exp[jχ(z)], (１)
式中:r０ 和r


０ 分别为电子自阴极面逸出时的初始

位置矢量及径向初速矢量;k 为沿z 轴正方向的单

位矢量;e/m０ 为电子荷质比;B０ 为阴极面上的磁感

应强度;χ(z)为旋转坐标系u(x,y)相对于固定坐

标系r(X,Y)转过的角度:

χ(z)＝∫
z

z０

e
８m０

B(z)

Φ(z)＋εz
＋χ０, (２)

式中:Φ(z)为轴上电位分布;B(z)为轴上磁感应强

度分布;εz 为与逸出电子轴向初能对应的轴向初电

位.通常χ０＝χ(z＝０)＝０.
设v(z,εz)和w(z,εz)为旋转坐标系下成像电

子光学近轴方程

u″(z)＋
１
２

Φ′(z)
Φ(z)＋εz

u′(z)＋

１
４

Φ″(z)
Φ(z)＋εz

＋
e
２m０

B２(z)é

ë
êê

ù

û
úúu(z)＝０, (３)

的两个特解,满足初条件:

v(z＝０)＝０,v′(z＝０)＝
１
εz

, (４)

w(z＝０)＝１,w′(z＝０)＝０. (５)
此二特解还需满足朗斯基行列式:

Φ(z)＋εz(v′w－vw′)＝１. (６)

　　文献[６]给出了特解v(z,εz)和w(z,εz)的渐

近解表示的求解途径,表述如下:

v(z,εz)＝ Φ(z)ξ０(z)＋ εzη０(z)＋

εz
ξ０(z)

２ Φ(z)
＋
１
２ξ１

(z) Φ(z)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú＋, (７)

w(z,εz)＝ω０(z)＋ εz Φ(z)ζ０(z)＋
εzω１(z)＋, (８)

式中:系数ξ０,η０,ω０,ξ０,ξ１,ω１ 为微分方程

L０
ξK

ζK

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－

ξ″k－１

ζ″k－i

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

M０
ηK

ωK

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－

η″k－１

ω″k－i

æ

è
ç

ö

ø
÷ (９)

的解,ξ－１＝ζ－１＝η－１＝ω－１＝０.L０ 和 M０ 为线性

微分算子,可表示为

L０＝Φ(z)d
２

dz２＋
３
２Φ′

(z)ddz＋

３
４Φ″

(z)＋
e
８m０

B２(z)é

ë
êê

ù

û
úú , (１０)

M０＝Φ(z)d
２

dz２＋
１
２Φ′

(z)ddz＋

１
４Φ″

(z)＋
e
８m０

B２(z)é

ë
êê

ù

û
úú . (１１)

(９)式的初条件可以按照下列次序确定:

ξ０(０)Φ′(０)
２ ＝１ → ξ０(０)＋η０(０)＝０

↓

ξ１(０)Φ′(０)
２ ＋ξ′０(０)＋η′０(０)＝０→ 

,

(１２)

ω０(０)＝１ ζ０(０)＋ω１(０)＝０

↓ ↑ ↓

ζ０(０)＋Φ′(０)
２ ＋ω′０(０)＝０→ 

, (１３)

式中:箭头表示计算顺序.
必须指出的是,依作者实践,文献[６]给出的近

轴方程第一个特解v(z,εz)的渐近解表达式似有

误:与变量εz 相关的ξ１(z)Φ(z)项的系数不是１,

０４１１００４Ｇ２
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而是１/２.(７)式为修正后的结果.

３　复合电磁同心球系统的渐近解系数
的解析表示

３．１　电位分布与磁感应强度分布的关系

在复合电磁同心球系统中,任意通过曲率中心

O 的直线都可以视为轴线.为简单起见,研究系统

中心轴的情况.此时,系统的轴上电位分布Φ(z)
和轴上磁感应强度分布B(z)可表示为[７]

Φ(z)＝
z

nl－(n－１)z
Φac, (１４)

B(z)＝
n２l２

[nl－(n－１)z]２
B０, (１５)

式中:n＝Rc/Ra,Rc 和Ra 分别为同心球系统球面

阴极和球面屏(阳极)的曲率半径,其值自曲率中心

O 算起,以电子行进的方向为正,反之为负;l为此

二电极之间的极间距离,l＝Ra－Rc;B０ 为阴极面

上的磁感应强度;Φac为阳极相对于阴极的电位;Ec

为阴极面上的电场强度,

Ec＝
Φac

Rc(n－１)＝
Φac

－nl
. (１６)

　　渐近解表达式的各系数可利用(９)式的二阶齐

次线性微分方程求得,但方程的线性微分算子[(１０)
式和(１１)式]中既有静电场参量,又有磁场参量,故
寻求渐近解系数的解析表达式绝非易事.幸运的

是,(１４)式和(１５)式表示的电位分布Φ(z)与磁感

应强度分布B(z)间有内在联系,使求解渐近解系

数的解析表达成为可能.
由(１４)式对Φ(z)求导数,可得

Φ′(z)＝(－Ec)
(nl)２

[nl－(n－１)z]２
. (１７)

则(１５)式表示的B(z)可改写为

B(z)＝
Φ′(z)
－Ec

B０. (１８)

因之,(１０)式和(１１)式的线性微分算子中的磁参量

经过(１８)式的变换,可表示为

３
４Φ″

(z)＋
e
８m０

B２(z)＝
３
４Φ″

(z)＋
k２

４(－Ec)
Φ′２(z),

(１９)

１
４ Φ″(z)＋

e
２m０

B２(z)é

ë
êê

ù

û
úú＝

１
４ Φ″(z)＋Φ′２(z)k２

－Ec

é

ë
êê

ù

û
úú ,

(２０)

式中:k２＝
e
２m０

B２
０

－Ec
.

通过(１８)式可用电场参数表示线性微分算子中

的磁场参量,从而使求解(９)式成为可能．文献[７]
中曾给出(１８)式.

３．２　求第一个特解的渐近解系数

求以(７)式表示的特解v(z)的渐近解,其系数

为η０(z),ξ０(z)和ξ１(z).
首先求解系数η０(z).由(９)式和(２０)式,其相

应的二阶线性齐次微分方程可表示为

M０{η０(z)}＝Φ(z)d
２

dz２η０
(z)＋

１
２Φ′

(z)ddzη０
(z)＋

１
４ Φ″(z)＋Φ′２(z)k２

－Ec

é

ë
êê

ù

û
úúη０(z)＝－η″－１＝０.

(２１)
若假定系数

η０(z)＝－
２z

Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
, (２２)

将其代入(２１)式中,经过一系列微分运算,整理后可

得

Φ′(z)＋
zΦ″(z)
２ －

zΦ′２(z)
Φ(z)

é

ë
êê

ù

û
úú×

２k
－Ec [Φ(z)]１/２

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋{

３
Φ(z)cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }＝０. (２３)

　　不难证明,(２３)式第一个括号内的值等于零,即

Φ′(z)＋
zΦ″(z)
２ －

zΦ′２(z)
Φ(z) ＝０. (２４)

　　因此,(２３)式成立,(２１)式是满足的.此外,当
z＝０时,η０(z＝０)满足(１２)式提出的初条件要求,
即η０(０)＝－２/Φ′０.由此可见,(２２)式正是系数

η０(z)的解.
其次求解ξ０(z).由(９)式和(１９)式可得

L０[ξ０(z)]＝Φ(z)
d２ξ０(z)
dz２ ＋

３
２Φ′

(z)
dξ０(z)
dz ＋

３
４Φ″

(z)＋
k２

４(－Ec)
Φ′２(z)é

ë
êê

ù

û
úúξ０(z)＝－ξ″－１＝０.

(２５)
若假定系数

ξ０(z)＝
２z

[Φ(z)]３/２
－Ec

k sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

(２６)
将其代入(２５)式中,可得类似(２３)式的表达式:

Φ′(z)＋
zΦ″(z)
２ －

zΦ′２(z)
Φ(z)

é

ë
êê

ù

û
úú×

－
３ －Ec

k[Φ(z)]３/２
sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋{
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２
Φ(z)cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }＝０. (２７)

　　由(２４)式可知,(２７)式也是满足的.当z＝０
时,ξ０(z＝０)满足(１２)式提出的初条件要求,即

ξ０(０)＝２/Φ′０.由此可见,(２６)式正是系数ξ０(z)的
一个解.

在第一个特解v(z)的渐近解表达式[(７)式]
中,对于系数ξ０(z),(２５)式还有另一个解.若假定

ξ０(z)＝
２z

Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
, (２８)

将其代入(２５)式中,可得类似(２３)式的表达式:

Φ′(z)＋
zΦ″(z)
２ －

zΦ′２(z)
Φ(z)

é

ë
êê

ù

û
úú×

－
１

Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－{

１
Φ(z)

２k Φ(z)

－Ec

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }＝０.

(２９)

　　由(２４)式可知,(２９)式也是满足的.同时,当

z＝０时,(２８)式也满足(１２)式提出的初条件要求,
即ξ０(０)＝２/Φ′０.故(２８)式是系数ξ０(z)的第二个

解.选择(２６)式的系数ξ０(z)作为(２５)式所需要的

解,原因是这个解经过了同心球电磁复合电子光学

系统理论的检验.
第三,求解系数ξ１(z).首先由文献[６]按照渐

近解初条件[(１２)式和(１３)式]的顺序求ξ１(z)在

z＝０处的值.当z＝０时,由(２６)式和(２２)式可得

ξ０(０)＝ξ０(z＝０)＝
２
Φ′０
,

η０(０)＝η０(z＝０)＝ －
２
Φ′０
. (３０)

可见,(３０)式满足求解渐近解时(１２)式初条件的要

求:

ξ０(０)Φ′(０)
２ ＝１→ξ０(０)＋η０(０)＝０. (３１)

同样,在z＝０处对(２６)式的ξ０(z)和(２２)式的

η０(z)进行微分,可求得

η′０(z＝０)＝
k２

Φ′０
,ξ′０(z＝０)＝０. (３２)

　　因此,由(１１)式的初条件

ξ１(０)Φ′(０)
２ ＋ξ′０(０)＋η′０(０)＝０, (３３)

便可得到待求系数ξ１(z)在z＝０处应满足的关系

式:

ξ１(０)＝－
２k２

Φ′２０
. (３４)

由(９)式和(１０)式求解微分方程

L０[ξ１(z)]＝Φ(z)
d２ξ１(z)
dz２ ＋

３
２Φ′

(z)
dξ１(z)
dz ＋

３
４Φ″

(z)＋
k２

４(－Ec)
Φ′２(z)é

ë
êê

ù

û
úúξ１(z)＝－ξ″０.

(３５)
待解方程L０[ξ１(z)]与L０[ξ０(z)]完全相同,只不

过后者是二阶线性齐次微分方程,而前者是二阶非

齐次微分方程.上文已求出L０[ξ０(z)]的两个特

解,则L０[ξ１(z)]的二阶线性齐次微分方程的二特

解必然有类似形式,只是常系数存在差异.
对于系数ξ１(z),假定

ξ１(z)＝－
２z

[Φ(z)]
３
２

k
－Ec

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(３６)
满足初条件[(３４)式],即

ξ１(０)＝ξ１(z)|z＝０＝

－
２z

[Φ(z)]３/２
k
－Ec

k
－Ec

Φ(z)
z＝０

＝－
２k２

Φ′２０
,

(３７)
故(３６)式是(３５)式的一个特解.

(３５)式的第二个特解可假定为

ξ１(z)＝－
２z

Φ(z)
k２

－Ec
cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
, (３８)

也满足初条件[(３４)式],即

ξ１(０)＝ξ１(z)|z＝０＝

－
２z

Φ(z)
k２

－Ec z＝０
＝－
２k２

Φ′２０
. (３９)

　　由此可见,求得的系数ξ１(z)的两个特解都满

足L０[ξ１(z)]的二阶线性齐次微分方程以及(１２)式
和(１３)式确定的初条件要求.但由校核结果来看,
只有(３６)式的渐近解是合理且为我们所需要的.文

献[６]提出的渐近解求解步骤并没有谈到如何选择

二阶线性齐次微分方程的解.此外,按照(３５)式的

微分方程,可以由ξ０(z)解的表达式[(２６)式或(２８)
式]求得ξ″０,以确定非齐次微分方程[(３５)式]的右

端项,从而求得该方程的通解.依作者的看法,并没

有必要借助二阶线性非齐次微分方程的通解来求得

渐近解的系数.由此,文献[６]建议的渐近解方法求

解近轴方程二特解似乎需要作一些补充和修正.

３．３　求第二个特解的的渐近解系数

求(８)式表示的第二个特解w(z)的渐近解,其
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系数分别为ω０(z),ζ０(z)和ω１(z).
首先求解 ω０(z).由(９)式和(２０)式可知,

ω０(z)应满足

M０ ω０(z)[ ] ＝Φ(z)d
２

dz２
ω０(z)＋

１
２Φ′

(z)ddzω０
(z)＋

１
４Φ″

(z)＋
k２

４(－Ec)
Φ′２(z){ }ω０(z)＝－ω″－１＝０.

(４０)
由特解 w(z)的初条件 w(z＝０)＝１,可以得到

ω０(z)的初条件:ω０(z＝０)＝１.令

ω０(z)＝(－Ec)
z

Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

(４１)
将其代入(４０)式中,可得

Φ′(z)＋
zΦ″(z)
２ －

zΦ′２(z)
Φ(z)

é

ë
êê

ù

û
úú×

３Ec

２Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－{

k －Ec

[Φ(z)]１/２
sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }＝０. (４２)

由(２４)式可见,(４１)式是ω０(z)的一个特解.鉴于

(－Ec)
z

Φ(z)＝１＋
z
Rc
, (４３)

(４１)式可表示为

ω０(z)＝ １＋
z
Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
.(４４)

可见,(４４)式满足ω０(z＝０)＝１的初条件.
其次求解系数ζ０(z).与上述方法类似,由(９)

式和(１９)式可得

Φ(z)d
２

dz２ζ０＋
３
２Φ′

(z)ddzζ０＋

３
４Φ″

(z)＋
e
８m０

B２(z)é

ë
êê

ù

û
úúζ０＝－ζ－１＝０.(４５)

此时,ζ０(z＝０)需满足(１３)式给出的初条件,即

ζ０(０)Φ′(０)
２ ＋ω′０(０)＝０. (４６)

先求ω′０(z＝０)＝ω′０(０)的值.对(４４)式作微分运

算,可得

ω′０(z＝０)＝
１
Rc

－
１
２k

２. (４７)

则根据(４６)式,可得系数ζ０(z)在z＝０时的值:

ζ０(０)＝－
２ω′０(０)
Φ′(０)＝

２
Ec

１
Rc

－
k２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (４８)

若假定满足(４５)式的系数ζ０(z)具有如下形式:

ζ０(z)＝ －Eck１－
２

k２Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú×

z
[Φ(z)]３/２

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
, (４９)

它不仅满足(４５)式,也满足(４８)式的初条件,即

ζ０(０)＝ζ０(z＝０)＝ k２ １－
２

k２Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

z
Φ(z)×

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

k
－Ec

Φ(z)
z＝０

＝
２
Ec

１
Rc

－
k２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ .

(５０)
故(４９)式是系数ζ０(z)的解.

求解(８)式与εz 变量相关的系数ω１(z),需满

足(９)式和(１９)式,即

M０[ω１(z)]＝Φ(z)d
２

dz２
ω１(z)＋

１
２Φ′

(z)ddzω１
(z)＋

１
４ Φ″(z)＋

k２

－Ec
Φ′２(z)é

ë
êê

ù

û
úúω１(z)＝－ω″０.

(５１)

　　文献[６]并未说明ω１(z)是微分方程(５０)式的

单独解还是组合解,但不管方程的解如何,其初条件

应满足(１３)式要求.由(４８)式,有

ω１(０)＝－ζ０(０)＝－
２
Ec

１
Rc

－
k２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (５２)

假定系数ω１(z)具有如下形式:

ω１(z)＝ －k －Ec
z

２[Φ(z)]３/２
sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

k２

２－
２
Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
Φ(z)cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
, (５３)

上文已证明(５３)式中的正弦解和余弦解都是二阶齐

次线性方程(５１)式的特解,如果它们能同时满足

z＝０时的初条件[(５２)式]要求,其和也必然是(５１)
式的解.

将(５３)式的系数ω１(z)分为两项,求它们在z＝
０时的值,即

－k －Ec
z

２[Φ(z)]３/２
sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

z＝０
＝

－k２ z
２Φ(z)

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

k
－Ec

Φ(z)
z＝０

＝k２ １２Ec
－

k２

２－
２
Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
Φ(z)cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

z＝０
＝

１
Ec

k２

２－
２
Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (５４)

则有
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ω１(z＝０)＝ω１(０)＝
k２

２Ec
＋
１
Ec

k２

２－
２
Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷＝

－
２
Ec

１
Rc

－
k２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (５５)

由此,证明了系数ω１(z)假定的解[(５３)式]不仅满

足(５１)式的要求,而且满足(５２)式的初条件要求,故
(５３)式正是系数ω１(z)的解.

将以(２２)、(２６)和(３６)式表示的渐近解系数

η０(z),ξ０(z)和ξ１(z)代入第一个特解v(z)的表达

式[(７)式]中,将以(４１)、(４９)和(５３)式表示的渐近

解系数ω０(z),ζ０(z)和ω１(z)代入第二个特解

w(z)的表达式[(８)式]中,便可得到v(z)和w(z)
的渐近解表达式:

v(z,εz)＝
２z

Φ(z)
－Ec

k sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

εz
２z

Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋

εz
z

[Φ(z)]３/２
cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－{

z
Φ(z)

k
－Ec

sin
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }, (５６)

w(z,εz)＝(－Ec)
z

Φ(z)cos
k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋

εz －Eck１－
２

k２Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
Φ(z)sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú－

εz k －Ec
z

２[Φ(z)]３/２
sin

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú＋{

k２

２－
２
Rc

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
Φ(z)cos

k
－Ec

Φ(z)é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú }.(５７)

　　(５６)式和(５７)式与我们得到的复合电磁同心球

系统近轴方程的精确解展开式[９]是完全一致的.由

此证明渐近解求解电子光学近轴方程的可行性.

４　结束语

自１９７８年俄罗斯学者 M．A．Monastyrski[６]提
出渐近解求解电子光学近轴方程特解的方法以来,
由于问题涉及求解二阶线性齐次微分方程,难度相

当大.作为特例,他提出用渐近解求解一个非常简

单的电子光学问题———平行均匀复合电磁聚焦系

统,即假定电场强度E(z)＝E(０)＝Ec＝const．,轴
上电 位 分 布 Φ(z)＝ －Ecz,轴 上 磁 感 应 强 度

B(z)＝B(０)＝B０＝const．,显然这大大降低了求解

微分方程的难度.３０余年来,没有更好的实例说明

渐近解能解决成像电子光学近轴方程二特解的问

题.２０１１年,我们首先用渐近解方法解决了静电同

心球系统的电子光学问题,即假定轴上电位分布

Φ(z)如(１４)式所示,其求解难度稍大一些.现在

我们探讨渐近解求解复合电磁同心球系统的电子光

学问题,也就是将(１５)式的磁感应强度分布B(z)
叠加在(１４)式的轴上电位分布Φ(z)上,求解这类

问题的难度变得更大.我们的目的是证明渐近解确

实可以用于求解成像电子光学近轴方程的特解.
应该指出,我们是比较幸运的.但是,如果没有

我们以前研究静电与电磁复合同心球系统电子光学

的工作,换言之,如果我们事先没有找到这两个系统

电子光学近轴方程特解的解析解,我们的数学技巧

不可能解决渐近解求解二阶线性齐次微分方程的问

题.也就是说,我们事先已知特解v(z)和w(z)的
正确解析解,以此复核渐近解的理论.说清楚这一

点并不感到难为情.
我们用静电和电磁同心球电子光学系统验证得

知,M．A．Monastyrski提出的渐近解方法求解近轴

方程特解的途径是正确可行的.
如果说 M．A．Monastyrski的方法存在某些缺

憾的话,我们已在上文指出,文献[２]给出的v(z,
εz)表 达 式 似 有 笔 误,与 变 量εz 相 关 的ξ１(z)

Φ(z)项的系数不是１,而是１/２[(７)式].文章中

提出对某些系数还需要求解二阶非齐次微分方程,
也就是说,要考虑该方程的通解.实践表明这完全

没有必要.我们解决的两个实例表明,求解电子光

学近轴方程二特解的渐近解时,其系数只需要二阶

线性齐次微分方程的一个特解或两个特解的组合,
不需要求解二阶非齐次方程的通解.于是,可以假

设(３５)式的右端项等于零,即－ξ″０＝０.
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